
义务教育教科书·数学教学参考书

五 有余数的除法

（一）单元教学目标

1.结合实例认识除法竖式，正确书写除法竖式。

2.结合具体情境，认识余数，理解有余数的除法。

3.掌握有余数除法的横式和竖式的写法，正确笔算和口算有余数的除法。

4.在理解与表达算理、算法的过程中培养学生的表达能力和思维能力。

5.在应用有余数的除法解决简单实际问题的过程中感受数学与生活的联系。

（二）单元内容分析

本单元是表内除法的延伸和扩展，也是多位数除以一位数的基础与起点。

学生学习表内除法时是用口诀求商并用横式写出运算的结果，现在要求学生用

竖式进行书写。在学习表内除法竖式之后，安排有余数的除法，体现出数学知识

内部的发展。本单元有余数的除法比较简单，除数与商都限定在一位数的范围

内，是今后学习两、三位数除以一位数，商是多位数的基础。学好本单元的内容，

有利于整个小学阶段除法知识的学习。

本单元由“除法竖式”“有余数的除法”两部分构成。第一部分“除法竖式”，

学习表内除法的竖式写法，为有余数的除法的学习打下基础。第二部分“有余数

的除法”，理解余数的含义，懂得余数一定比除数小的道理；认识有余数的除法，

并掌握有余数除法的横式和竖式写法。

[单元教学重点] 认识除法竖式和有余数的除法。教科书先安排“没有

剩余”的情况，认识除法竖式，然后安排“有剩余”的情况，引出有余数的除法。除

法竖式与有余数的除法均包括了“商、乘、减”三个步骤。要求学生结合具体的实

例，弄清计算的步骤及每一个步骤所表示的意义，从而形成计算技能。

[单元教学难点] 理解“余数必须小于除数”。教科书中改变整除除法的

除数，产生剩下不够分一份的情况，引出余数的学习。还设计探索活动，保持除
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数不变，被除数逐一增加，余数逐渐变化，从变化中找到规律，将规律总结为一句

话“余数必须小于除数”。教科书专门安排一个例题，辨析两个算式，归纳错误的

原因，从而深化对“余数必须小于除数”的认识。

（三）单元教学建议

1.结合具体实例，充分认识除法竖式的特殊性。四则运算中，加法、减法、乘

法的竖式的写法比较类似，而除法竖式的写法与之差别很大。第一是除号的写

法，加法、减法、乘法中竖式的运算符号与横式相同，而除法中横式是“÷”，竖式则

是“ ”。第二是被除数、除数、商的位置。竖式除法不像加法、减法、乘法那样

按从上到下的顺序书写，而是要把被除数写到“ ”里面，除数写到“ ”左边，

商写到“ ”上面。第三是计算过程步骤更多，先求商（用口诀求商），再求积（除

数与商相乘），最后求差（被除数减去除数与商的积）。因此必须以实例为基础，

引导学生弄清竖式除法计算的步骤，理解每一步计算所表达的意义。

2.通过操作、观察等活动，理解“余数必须小于除数”。调用学生已有的“分一

分”的经验，用学具操作来解决“分18个圆片”的简单问题。随着除数所表示的每

份数的改变，出现了两种情况，一种是刚好分完，没有剩余（即整除）；另一种是分

了以后还有剩余，产生了余数（即有余数的除法）。

在此基础上，保持除数不变，改变被除数。学生列出一系列的算式，观察这组

除数不变，被除数依次加1的算式，发现余数变化的规律：余数最大也比除数少1。
从而归纳出“余数必须小于除数”的结论。

至于为什么“余数必须小于除数”，可以通过两种分物品的实际操作来理解。

一种是按每份数来分，剩下的不够分一份。另一种是按份数来分，剩下的不够每份

分一个。这两种情况下，都会产生余数，这就是它为什么小于除数的道理。

3.在理解算法与算理过程中，培养学生的表达能力与思维能力。除法竖式与

有余数除法的学习都是在解决简单实际问题的过程之中进行的。在实际情境中，

每一步都能用分物品的具体数量来体现。被除数是要分的数量，除数是分的标

准。如果以除数表示每份数为例，那么商就是分得的份数，商与除数的积就是分出

的数量。如果被除数减积的结果为0，那就表示刚好分完，没有剩余；如果被除数

减积的结果不为0，那就表示没有分完，还有剩余，即余数。教师要引导学生理解
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每一个计算步骤的实际意义，并用学生自己的语言来表达。在此过程中，不仅能使

学生明确算法与算理，更重要的是提高了学生语言表达的准确度与清晰度。

在探索“余数必须小于除数”时，让学生将解决问题的横式有序地排列起来，

观察这些算式中隐含的规律。学生从被除数、除数、商、余数这四个维度进行思

考，找出商固定时，余数部分的变化是没有余数、余数为1、余数为2……余数比除

数少1，如果被除数再增加，那么商增加1，余数部分又会重复这样的变化，由此推

导出“余数必须小于除数”的结论。在这样的探索过程中，学生思维的有序性、概

括性都得到了提高。
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本单元安排了 5个例题，3个课堂活动和 1个练习。建议用 4课时教学：第 1
课时教学例1、例2，完成第71页课堂活动和练习十四第1题。第2课时教学例3、
例4，完成第72页课堂活动和练习十四第2，3题。第3课时教学例5，完成第73页

课堂活动和练习十四第4~6题。第4课时是综合练习及应用，完成练习十四第7~
10题及思考题。

★例1是按份数分且没有剩余的问

题，学习表内除法的竖式。

（1）学生用 12个学具代替 12朵花，

动手分一分。然后用以前学过的表内除

法的知识写出横式，并复习除法算式各

部分的名称。

（2）教师介绍表内除法竖式的书写

过程。首先讲清除法竖式中，被除数、除

数、商的位置。然后结合分学具的过程

来初步理解竖式除法计算的三个步骤，

尤其是与横式相比多出的两步：“乘”的

结果表示分出了 12朵，“减”的结果为 0
表示刚好分完了，没有剩余。

（3）试一试中告知了除法竖式里被

除数与除数，用方格确定商、乘、减这三

次运算结果的位置，帮助学生强化竖式

除法的写法与计算步骤。

★例2是按每份数分且没有剩余的

问题，进一步学习表内除法的竖式写法。

（1）以解决分桃的实际问题为情境，

强调商的位置，明确指出除数与商的积

写在被除数的下面；被除数减积的计算

与以前学过的竖式减法相同。

（2）强调桃刚好分完，没有剩余。竖式中被除数减去除数与商的积，所得的结果正好为

0。建立两者的对应关系，让学生深入理解这里的“0”所代表的意义，同时也为下节课出现分

物品有剩余产生余数做铺垫。
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★课堂活动第 1题是让学生把表内

除法的横式写成竖式。

★第 2题以解决问题的形式出现。

三个表内除法竖式计算体现出“由扶到

放”循序渐进的过程。

★例 3是按每份数分的问题。理解

余数和有余数除法的意义。

（1）学生进行两次操作活动。第1次
正好分完，第2次有剩余。对第2次分得

的结果用表内除法的知识不能解决，这

就产生了学习新知的需求。

（2）由“剩下的4个不够分1份”引出

“余数”和“有余数的除法”的概念。此处

对余数与有余数除法的认识主要结合具

体的操作过程来进行，不宜进行抽象的

算法描述。

（3）引导学生明确有余数除法横式

的写法，介绍横式中余数的写法和算式

的读法。提醒学生注意横式中商与余数

后面的单位。

（4）试一试是强化对“余数必须小于

除数”的理解。

①结合分圆片的过程，学生自己写出一系列的除法算式的横式，重点观察余数。发现余

数的变化是有规律的，没有余数（0）、余1、余2……余6，然后重复上一组的变化，由此推导出

“余数必须小于除数”的结论。

②学生观察到余数从6变到0（没有余数）时，商增加了1。教师引导学生思考原因“剩下的

如果是7，又够分1份了，所以商增加了1，就没有余数了”，从而理解“余数必须小于除数”。
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★例4是按份数分的问题。用竖式

计算有余数除法，并理解竖式中各部分

的含义。

（1）先用乘法口诀求商。看除数 9
想，六九五十四，比 57小一点，所以商

6。也可以想，57里面最多有多少个 9。
这一步是有余数除法的难点。

（2）再进行竖式计算。着重说明从被

除数中减去已装的数，剩下的就是余数。

（3）引导学生思考余数 3应写在竖

式的什么位置。

（4）对比例4与例2的竖式，总结有余

数除法竖式计算的步骤是“商，乘，减”。

★课堂活动“分一分，填一填”是用

横式表示按每份数分的情况，可以用学

具操作或者画图。

（1）把 10串糖葫芦按每份数分，分

了4次，分别是按每份2串，每份3串，每

份4串，每份6串分。学生观察4次分的

情况，总数都是10，由于每份数不相同，

分的结果也不相同，有的正好分完，有

的不能全部分完，剩余一些不能继续

分。进一步深化对余数的理解。

（2）学生用除法横式表示4次分的结果，进一步熟悉有余数除法的横式的书写。
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★例 5对比正确与错误的算式，理

解“余数必须比除数小”。

（1）学生对两个算式进行辨析，讨论

哪个算式是正确的，哪个算式是错误的，

并分析原因。

（2）结合分物品的经验，解释余数表

示剩下的不够继续分。因此“余数必须

比除数小”。

（3）学生将错误的算式改正，在改正

的过程中，进一步掌握求商的方法。

（4）试一试是练习有余数除法的竖

式计算。在计算练习中再次强化对“余

数必须比除数小”的理解，掌握有余数除

法的竖式计算方法。

★课堂活动是改正有余数除法中的

常见错误。

（1）求商是教学有余数除法的难

点。如果商小了，余下的数中还包含了

1个除数，这种情况的处理方式是把商

改大，使之没有余数或者余数小于除数，

符合“余数必须小于除数”的要求。如果

商大了，就会出现积大于被除数的情况，

这种情况的处理方式是把商改小。

（2）学生自己分析这4个竖式，从商的大小、余数的大小、商的位置等方面说出错误的原

因。要求尽量用简明、清晰的语言进行表达，在表达的过程中提高对有余数除法计算方法的

熟练程度。

★练习十四的第1题是复习表内除法。要求学生口算出得数，还可以选择其中的几个

算式让学生写出竖式。
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★第2题帮助学生掌握除法试商的

方法。引导学生看懂题目的要求。如

□×6＜57，看已知数6想六（ ）五十几，

比57小一点，因为六九五十四，比57小
一点，所以卡片上最大能填9。或者想：

几与6相乘的积最接近57且小于57。

★第3题是用竖式计算有余数的除

法。学生独立完成，在练习过程中掌握有

余数除法竖式的书写格式与计算方法。

★第4题是巩固有余数除法的横式

写法、读法。学生直接把商和余数填出

来，对比余数与除数，进一步强化“余数

必须小于除数”。

★第5题是解决按每份数分的实际

问题。对比没有余数与有余数的算式，

结合具体的情境来理解没有余数和有

余数除法的意义。

★第6题是解决按份数分的实际问

题，利于学生深入理解余数的意义。根

据学生的掌握程度可以用学具操作分

的过程，也可以画出分的结果，还可以直接写出横式。写出有余数除法的横式后，注意单位

的填写及带上单位后横式的读法。
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★第 7题是根据余数对算式进行分

类的练习。学生自己看懂题目的要求，

然后按自己的方法完成。对有困难的学

生作提示：先要计算出每个算式的得数，

再根据余数来连线。

★第 8题是解决按每份数分的实际

问题。题目采取图文并茂的形式，学生

要能看图说出每件衣服钉 6颗扣子这一

数学信息，然后结合其他信息，列式解答

此题。

★第 10题将按份数分与按每份数

分的两种情况在同一情境下呈现。学生

根据信息，灵活选择有余数除法的相关

知识进行解答。对比两种情境的有余数

除法，无论是剩下的不够分一份，还是剩

下的不够每份分一个，都是不能继续分

了，加深对余数的理解。

★思考题的原型是“中国剩余定理”，

这里主要引导学生用列举法来思考。

（1）方法一：2个 2个地分，剩下 1个
的数有3，5，7，9，11…3个3个地分剩1个
的数有4，7，10，13，16…对比两列数，相同的是7。所以这堆苹果可能有7个。由于题目问的是

可能的个数，所以答案不唯一，如果学生列举的数更多一些，那么可以找到13个、19个…

（2）方法二：2个2个地分，剩下1个的数有3，5，7，9，11，13…在这些数中，3个3个地分剩

1的数有7，13…
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（四）单元教学资源

1.整除与有余数的除法

在整数范围内，对于任意两个整数 a和 b（b≠0），如果存在一个整数 q，使得

a=bq，就说a能被b整除（或b能整除a），我们用b|a表示这种关系。在整数范围

内，“整除”与“除尽”的说法是通用的，也可以说a能被b除尽。

在整数范围内，对于任意两个整数a和b（b≠0），要求两个整数q和 r，使得a=
bq+r（0≤r＜|b|）。这样的运算叫做带余除法。通常记作a÷b=q(余 r)，或a÷b=
q……r，其中 q是不完全商，r是余数。当 r=0时，a=bq，即 b|a，是带余除法的特

殊情况。

小学阶段把带余除法叫有余数的除法，有余数除法各部分的关系如下：

（1）被除数=除数×商+余数 （2）除数=（被除数-余数）÷商
（3）商=（被除数-余数）÷除数 （4）余数=被除数-除数×商
有余数的除法中有一些重要的性质：

（1）如果a，b除以 c的余数相同，那么a与b的差能被 c整除。例如，17与11
除以3的余数都是2，那么17-11能被3整除。

（2）a与 b的和除以 c的余数等于 a与 b分别除以 c的余数之和（或这个余数

之和除以 c的余数）。例如，23，16除以5的余数分别是3和1，所以（23+16）除

以5的余数等于3+1=4。注意：当余数之和大于除数时，所求余数等于余数之和

再除以 c的余数。例如，23，19除以5的余数分别是3和4，所以（23+19）除以5
的余数等于（3+4）除以5的余数。

（3）a与b的积除以 c的余数等于a，b分别除以 c的余数之积（或这个余数之

积除以 c的余数）。例如，23，16除以5的余数分别是3和1，所以（23×16）除以

5的余数等于3×1=3。注意：当余数之积大于除数时，所求余数等于余数之积再

除以c的余数。例如，23，19除以5的余数分别是3和4，所以（23×19）除以5的

余数等于（3×4）除以5的余数。

性质（2）（3）都可以推广到多个自然数的情形。

2.中国剩余定理

公元4世纪，我国古代数学名著《孙子算经》载有一道数学问题：“今有物不

知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二。问物几何？”翻译成数学

语言就是：求正整数N，使N除以3余2，除以5余3，除以7余2。这个问题被称

为“孙子问题”。
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“孙子问题”的实质是解一次同余式组。如何求解呢？《孙子算经》中记载了

非常有效的巧妙解法。16世纪，数学家程大位在所著的《算法统宗》里把这种解

法用歌诀形式表述出来“三人同行七十稀，五树梅花廿一枝，七子团圆正半月，

除百零五便得之”，这就是“孙子歌”。用现代的数学语言解释解题过程：[3，
5]=15，[3，7]=21，[5，7]=35，[3，5，7]=105，15≡1（mod7）（意思是15除以

7的余数是1），21≡1（mod5），35×2≡1（mod3），根据余数调整为15×2+21×3+
70×2=233，233≡23（mod105），所求数为23。

13世纪数学家秦九韶把此问题的研究扩大到一般情况，并发明了“大衍求

一术”来解一次同余组，这一成果记录在他所著的《数书九章》中。此成果得到世

界公认，世界数学史上一直称求解一次同余组的剩余定理为“中国剩余定理”。
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